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Equations de Maxwell
m Compétences du chapitre
Notions et contenus Capacités exigibles
Principe de la conservation de la
charge : formulation locale. e Etablir I’équation locale de la conservation de la charge
dans le cas a une dimension.
Equations de Maxwell : formula-
tions locale et intégrale. e Ecrire et interpréter les équations de Maxwell sous forme
intégrale.
e Interpréter qualitativement le lien entre 1’équation de
Maxwell-Faraday et la loi de Faraday.
Equations de propagation des
champs dans une région vide de e Etablir les équations de propagation a partir des équations
charges et de courants. de Maxwell.
Approximation des régimes
quasi-stationnaires ~ (ou  quasi- e Comparer une durée typique d’évolution des sources a une
permanents). durée de propagation de I’onde électromagnétique.
Cas des champs statiques : équa-
tions locales. e Etablir les équations de propagation a partir des équations
de Maxwell.
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15.1 Compétences du chapitre

301

Notions et contenus

Capacités exigibles

Equation de Poisson et équation de
Laplace de I’électrostatique.

e Etablir les équations de Poisson et de Laplace de I’électro-
statique.

e Approche numérique : mettre en ceuvre une méthode
de résolution numérique pour déterminer une solution a
I’équation de Laplace, les conditions aux limites étant
données.

e Approche numérique : mettre en ceuvre une méthode
de résolution numérique pour déterminer une solution a
I’équation de Laplace, les conditions aux limites étant
données.
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302 EQUATIONS DE MAXWELL

Maxwell, s’appuyant sur les résultats de 1’électrostatique, de la magnétostatique et de I’électromagnétisme
des régimes quasi stationnaires a postulé les équations suivantes que nous prendrons comme principe fon-
damental de 1’électromagnétisme :

m Forme locale

‘ Nom ‘ équation ‘
} E _p

Maxwell-Gauss (M-G) div = —

€o
Maxwell-Thomson (M-T) div B =

¥
Maxwell-Faraday (M-F) r’o?f f ="

0

Maxwell-Ampere (M-A) r’o?f § = Lo 7 + €0 1o v

TABLE 15.2 — Equations de Maxwell : forme locale

Les équations de Maxwell s’écrivent sous cette forme dans n’importe quel référentiel pourvu que ﬁ, g, 0

- 4 A s c . . . c
et j soient mesurés dans ce méme référentiel et que les opérateurs divergence et rotationnel soient calculés
également dans celui-ci.

m Relations annexes
m Champ et potentiel électriques

Le champ électrique et le potentiel électrique sont liés par la relation :

E = —gradV

Ainsi, par exemple en coordonnées cartésiennes, la fonction a 3 variables V' (z, y, z) s’écrit :

ov 2% 2%

dVv = %dac—ka—ydy—i— Edz
Or, le gradient de V' s’écrit :
oV et le vecteur Eg = dW s’écrit :
o dx
gradV = %_Z dl = | day
oV dz
0z
On obtient donc :
AV = gradV - di
Soit :
v =—F. dl

Si on integre entre 2 points A et B,on a:

Va
/ dV:—/AE-d_)é: | E-al
BA AB

\Z:]

o~
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15.3 Relations annexes 303

m Loi d’Ohm locale

Dans un conducteur électrique, le vecteur densité volumique de courant dépend du champ électrique :
-
j=7J(E)

Pour les métaux ou les électrolytes, cette relation, linéaire dans un large domaine de fréquences et d’intensité
du champ électrique, constitue la loi d’Ohm locale :

-
J:’Yﬁ

v est appelé conductivité électrique du milieu.

Les unités :

1 1

ouen Sm™ .

Cette conductivité électrique  s’exprime en Q" .m ™~

g —Remaraue —

14
La conductivité y est I’inverse de la résistivité p’ avec R = p’ Ik
La résistivité s’exprime en {2.m.
m Conservation de la charge
m Démonstration mathématique
0
e Larelation de Maxwell-Faraday ol E = 5 permet d’écrire, en utilisant div (77()?5) =0:
div (rot E) = —div 0B _ _odv B _ 0
B ot ) o

On n’en déduit aucune information.

.y . ~ . H 9
e Par contre, en utilisant la relation de Maxwell-Ampere, on a : div (rot ﬁ) = 0 d’une part,

E
div (r’o?f ?) = div <u07 + 9 po 6—)

ot
.= adiv E
= o div j + oo —5—
4
.= dp
= d —_—
Mo aiv ) + o o
Ce qui permet décrire I’équation de conservation de la charge sous forme locale :
—  Op
divy+—-—=0
w ) + o

m Démonstration physique

En notant p la densité volumique de charge, la charge contenue dans un volume (79) délimité par la surface
fermée (X) est donnée par :

q(t) = ///( ) P AT
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304 EQUATIONS DE MAXWELL

Sa variation est alors :

dq _ q(t+dt)—q(t) \ A
dt dt | Tentrant —— Tsortant
d ’— r———
=i JJ]., oot : /
To

i e
(o) Ot

De plus, cette variation de charge dq par unité de temps est égale a I’intensité totale de courant entrant, soit :

d . . - 5
d_(i = Zentrant — Tsortant = — g J - d*s

FIGURE 15.1 — Intensité du courant électrique

2
d~S étant un vecteur sortant.

- 32 —
Le théoreme de Green-Ostrogradski permet d’écrire : ﬁ j -d*S = / / / div j d®7et:
()

(70)
@:—/// div7d37'
d (o)

On en déduit :

e @) 3 _
///(TU)<dw]+8t d’Tt=0

Ceci étant vrai quelque soit le volume (7p), cela conduit & 1’équation de conservation de la charge :

.= Op
d £ =0
w]Jrat

Cette relation constitue I’équation locale de conservation de la charge électrique.

m Forme intégrale

La forme intégrale d’une des équations de Maxwell se déduit de sa forme locale grace aux régles suivantes :

/‘ — Principe —

e Pour une divergence, on calcule le flux sortant d’une surface fermée et on le transforme a 1’aide du
théoreme de Green-Ostrogradski.

e Pour un rotationnel, on calcule la circulation sur un contour fermé et on la transforme a 1’aide du
théoréme de Stokes-Ampere.

m Flux magnétique

L’équation de Maxwell-Thomson est donnée par :

divB =0

Ceci est la forme locale de 1’équation de Maxwell-Thomson.

La forme intégrale peut étre déduite, a 1’aide du théoréme de Green-Ostrogradski :

///(T)dw Bd*r = {f B.28

(=)

On obtient :
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15.4 Forme intégrale 305

Sﬁﬁﬁ-ﬁd%‘:@ B.5—0
%) %)

ol (X) est une surface fermée.

On dit que le champ magnétique § est a flux conservatif.

m Equation de Maxwell-Faraday

L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit, sous sa forme locale :

En faisant circuler le champ électrique le long d’un contour fermé (I') et en appelant (X) une surface
orientée s’appuyant sur celui-ci, on obtient :

e=¢ E-al

()
:// vl B -7 d2S
=)

Ceci est I’expression globale ou intégrale. On remarque que les deux équations précédentes sont indépen-
dantes du milieu considéré.

& L’équation de Maxwell-Faraday est la traduction de la loi de Faraday exposée en premiére

année lors de 1’étude de I’induction électromagnétique : elle traduit le comportement d’un circuit
fixe dans un champ électromagnétique variable.

m Equation de Maxwell-Gauss

La forme locale de I’équation de Maxwell-Gauss est donnée par :

divf =L
€0

Le théoreme de Green-Ostrogradski permet d’en déduire la forme globale ou intégrale :

E-HdS = iv E dr
g d*S ///d d

(r)

Y e
(r) €0

Soit :

{JE - d2s = O
) c0

ol (7) est le volume intérieur a la surface fermée (X).
On retrouve ici le théoréme de Gauss.
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306 EQUATIONS DE MAXWELL

m Equation de Maxwell-Ampére

La forme locale de I’équation de Maxwell-Ampere est donnée par :

oF

— -
TOtﬁ:MO J +€OMOW

Cette forme est la forme locale du théoreme d’ Ampere, a laquelle on a ajouté une différentielle du champ
électrique. Cette modification était obligatoire pour corriger des aberrations du théoreme d’ Ampere.

m Explication de la modification

La forme locale du théoreme d’Ampere ne suffit pas. Considérons un circuit en régime non permanent.
D’apres la forme locale du théoréme d’ Ampere, on a :

rot B =po

Or, nous savons que :
div (rot B) = 0

Ce qui équivaut a :
divj =0

Or d’apres I’équation de conservation de la charge :

0
_a_? = div?>

0
Cela impliquerait donc que a—f: =0.

Si le régime n’est pas permanent, c’est donc incohérent. Pour corriger ce défaut, on introduit un courant de
déplacement, noté jp de telle sorte que :

7"—1”)5?:#0 (7+]—D>>

On obtient ainsi :

.= dp
d = ——
w j 21
:*Eogdivﬁ
On a alors :
2. 9
ST TR0y

div (rot 3) = 1o (dw (J +jD))
— 0
O = d‘ |: 1 - _§:|
U |\JD €0 ot
Maxwell a donc pris le cas le plus simple :
- 03
JD = ¢€o 9t
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15.5 Equations de propagation des champs 307

m Forme intégrale /

En faisant circuler le champ magnétique le long d’un contour fermé (I") et en appelant (X) une surface
orientée s’appuyant sur celui-ci, on obtient :

% ﬁ-(?é:// 7ol B -7 d2S
) ®)

— 83
:// po J +eopo—— | -7 d>S
OF -7 d>S
ot [ LB

d® sy ( E)
dt

= o I + €0 o
On retrouve le théoréeme d’ Ampere additionné d’un terme supplémentaire :

d®s)( E)

= ol
dt o LD

€0 Mo

ou Ip est I'intensité du courant de déplacement :

ID:// in- %S
=)

Ce terme intervient en régime non permanent.

Equations de propagation des champs

Expression générale du champ électrique

En appliquant I’opérateur rot a rot E, on obtient :

—
rot ol B = grad (div E) _AE (Voir analyse vectorielle)

i (LB Zran (2) R
(-5) =i (2)

ot €
—2770%? = grad (£> — Xﬁ
ot €0

0 — O F —>(ﬁ)—23

o — 7 — - = d
Moat] €0 Mo 12 gra

Soit :

X7 @—g(ﬁ% o7
€0 Mo o012 =gra o Ho ot

m Champ électrique dans une région sans charge ni courant

L. ) - = . L e
Dans une région sans charge (p = 0) ni courant ( 5 = 0 ), la relation précédente s’écrit :
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308 EQUATIONS DE MAXWELL

m Expression générale du champ magnétique

De la méme fagon pour le champ magnétique, on obtient :

B 8°B — =
A €0 M0 i —Horot j

m Champ magnétique dans une région sans charge ni courant

0?B
K?—EOILLOWIR

= Activité 15.1

Retrouver la formule précédente a partir des équations de Maxwell dans une région sans charge ni courant.

Potentiels

Définitions

Potentiel-vecteur

Les relations div ﬁ =0etdiv 77.% = 0 permettent d’écrire d’introduire le potentiel-vecteur Z :
div?:O:ElthB:Fo_%X

Considérons deux potentiels-vecteurs associés a ﬁ :

B=rot 4

—
=rot A

—_—
Comme 7“—0_7)5 grad G = ﬁ V@, on obtient :

%
ol (A - A)y=T
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15.6 Potentiels 309

On peut alors écrire :
A4 = gradc
On obtient donc :
A=A - gradG
On voit ainsi que Z n’est pas défini de facon unique.

@ —Propriété —

Le potentiel-vecteur X posseéde les mémes propriétés d’invariance et de symétrie que le champ électrique

m Potentiel scalaire I/

Ona:

— 8§

T =
TO at

= ——rotX

On obtient donc :

rol <§+ 87) f

~ L . R . R . — "
De méme que précédemment, un rotationnel nul peut s’exprimer au moyen d’un gradient (rot grad = 0) :

E:f@fﬁiv

On obtient donc I’expression connue dans le cas statique.
De méme que pour le potentiel vecteur, on montre que :

0P ‘e
V' = V—E-i-c

® est donc le lien entre Z et V. On ne peut pas fixer arbitrairement Z et V, ces deux potentiels sont liés.

m Flux du champ magnétique

—
Le flux du champ magnétique a travers une surface orientée (X) s’écrit & = / / ﬁ -d?S.
(=)

En remplagant ﬁ par 7?% X, on obtient :

— —
:// ﬁd%://;ﬁﬁd%
) )

En considérant le contour orienté (I') bordant la surface (X), la relation de Stokes-Ampere permet alors
d’écrire :

q»:/ B.2S=¢ A d
=) ()

Le flux du champ magnétique a travers une surface est égal a la circulation du potentiel-vecteur le long du
contour bordant la surface.
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EQUATIONS DE MAXWELL

310
m Conditions de jauge

m Equations vérifiées par le potentiel-vecteur et le potentiel scalaire

On montre que ces deux potentiels doivent vérifier les relations suivantes :

A —
KZ — €0 Mo %7 = o 7 + grad (divX + €0 Lo %—‘t/)

2 jauges sont couramment utilisées, la jauge de Coulomb et celle de Lorentz.

m La jauge de Coulomb

La jauge de Coulomb s’exprime de la fagon suivante :

divA =0

L’équation précédente devient donc :

!

XX—Eouoa

T2 T +eopo Loradv
o2 =Ho J 0 Mo 8tgm

m La jauge de Lorentz

La jauge de Lorentz est la suivante :

. oV
d’L’UZ‘f’EO/LOE =0

A I’aide des ces jauges, on obtient donc deux équations :

2
27 omPA w7

02 = Mo J
0?2V p
AV — eg po 92 o

/O — Cas particulier —

Dans une région sans charge ni courant, on a alors :

0?V

AV—eo,uow

=0
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15.7 Régimes quasi-stationnaire et stationnaire 311

m Régimes quasi-stationnaire et stationnaire

Régime quasi-stationnaire

Un champ électromagnétique mesuré en un point M a I’instant ¢ a en réalité été créé par des charges ou des A
courants, présents au voisinage d’un point P, souvent loin du point M.

Le champ électromagnétique créé en P se propage jusqu’au point M mais cela n’est pas instantané : la

durée pour que le signal se propage de P a M vaut :

tpm =
&
si I’onde se propage a la vitesse c.
L approximation des régimes quasi-stationnaires consiste a négliger les temps de propagation devant la
durée d’évolution des sources, c’est-a-dire leur période 7'
Ainsi, cette approximation est valable si :

tpy = — <K< T, soit D < ¢T si on appelle D une grandeur caractéristique correspondant a la taille du
C

dispositif.

De cette fagon, le champ électromagnétique s’établit instantanément.

% — Exemple —

Considérons une maison d’habitation dont le circuit électrique posseéde une longueur d’environ D =

30 m. L’approximation des régimes quasi-stationnaires est valable si 7" > —, soit
c

30
T
> 3708

On voit que cette approximation est réalisée sans peine pour des circuits électriques classiques.

1
= 107" 5. Cela correspond a une fréquence f = T < 10"Hz=10MHzx.

En régime quasi-stationnaire (ou quasi-permanent), on peut négliger la variation de ﬁ dans le temps mais
pas celle de

Ainsi, seule I’équation de Maxwell-Ampere est modifiée. Elle s’écrit alors :
rot § =l J
. . NPT . . - s
Ceci i&:went anégliger le vecteur densité de courant de déplacement jp devant le vecteur densité de courant
réel 7.

Pour I’instant, nous admettrons que cela se passe ainsi : nous reviendrons sur cette approximation lors de
I’étude de la propagation des ondes électromagnétiques.

m Régime stationnaire

En régime stationnaire (ou permanent), les champs sont indépendants du temps.

0
Comme 5 = ﬁ, la relation de Maxwell-Faraday s’écrit : i)
rol E =10

0 — . .
Comme —— = 0, la relation de Maxwell-Ampere s’écrit :

ot

-y -
rot § = o J
Les équations de Maxwell-Gauss et Maxwell-Thomson sont inchangées.
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EQUATIONS DE MAXWELL

m Récapitulatif

Régime variable Régime quasi-stationnaire | Régime stationnaire
Maxwell-Gauss (M-G) divE=2L divE=2 div E =2
€0 =00] €0
Maxwell-Thomson (M-T) div B = div B = div B =0
0B o8
Maxwell-Faraday (M-F) ol B = - ol E = - ol E=10
— 0F — —
Maxwell-Ampere (M-A) | 7ol B = po § + 20 1o = ot B=po J rot B =0 J

TABLE 15.3 — Equations de Maxwell : récapitulatif

m Application : I'induction électromagnétique

L’induction est un phénomene 1ié & la variation d’un champ magnétique dans un circuit. La variation de
flux d® du champ magnétique pendant la durée dt entraine 1’apparition d’une force électromotrice (notée

f.e.m.) e = —— : c’est la loi de Lenz-Faraday.

Le circuit subissant I’effet est appelé induit, le champ magnétique provoquant cet effet est appelé inducteur.
Les phénomenes d’induction peuvent étre classés en deux catégories :
e inducteur fixe : le phénomene d’induction est lié au déplacement relatif de I’induit par rapport a
I’inducteur ou a la déformation du circuit induit (induction de Lorentz).

e induit fixe ; le phénomene d’induction est 1ié a une variation dans le temps du champ inducteur (in-
duction de Neumann).

La f.e.m. induite peut étre détectée directement aux bornes de la bobine en circuit ouvert ou par le courant
induit ¢ dans un circuit fermé.

Cet éventuel courant, via la résistance électrique interne du circuit, va chauffer le conducteur, conformément
alaloi de Joule.

Une caractéristique générale des courants alternatifs est de ne pas utiliser toute la surface utile des conduc-
teurs pour circuler. Il apparait, en effet, qu’ils se concentrent sur la périphérie des conducteurs : ¢’est I’effet
de peau. Ainsi, les courants induits sont plus importants en périphérie qu’au cceur du conducteur. Il en
résulte que la chaleur est principalement générée a 1’extérieur. L’effet de peau est caractérisé par la pro-
fondeur de pénétration notée ¢. Elle est définie comme comme 1’épaisseur de la couche surfacique dans
laquelle circule 87 % de la puissance générée. L’expression de 1’épaisseur de peau, de 1’ordre du mm, est
donnée par :

1

(S:
T fy

avec :
® [ = Lo iy : perméabilité magnétique du milieu,
e f :fréquence des courants,
e ~ : conductivité du conducteur (en S. m™h.

Equations de Poisson et de Laplace

Equation de Poisson

—
La relation E = —gradV combinée a I’équation de Maxwell-Gauss donne :

—
div ﬁ = —divgradV = L
€0
—
Or, div grad = A (I’opérateur Laplacien).
On en déduit AV + 2 — 0 ouencore :
€o

Saint Joseph - LaSalle CPGE TSI



15.9 Equations de Poisson et de Laplace

313

€o

Cette relation est appelée équation de Poisson.

m Equation de Laplace

Dans une région sans charges, la densité volumique de charges p est nulle et on en déduit I’équation de

Laplace :
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